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基于无侧隙啮合方程的角变位齿轮

副参数化建模一致性分析

罗光汉

武汉城市职业学院

摘要：根据齿轮设计的无侧隙啮合方程，运用ＰＴＣ／Ｃｒｅｏ软件，通过对角变位齿轮副啮合角的求解和渐开线齿
廓的复合曲线与螺旋线的分度圆柱面投影曲线的创建，实现轮齿齿廓的可变截面扫描参数化建模。具有齿数与螺

旋角的选取范围无限制的特点，保证了齿轮的参数化模型与几何尺寸的一致性，有效提升了齿轮的建模精度与设

计效率，为进一步实现角变位齿轮副的变位系数的优化设计和有限元分析提供了解决方案。
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　引言

变位齿轮参数化建模基于一对啮合齿轮，根据

齿轮设计中的无侧隙啮合方程，运用ＰＴＣ／Ｃｒｅｏ软件
的关系式对角变位齿轮副的啮合角进行求解，由此

确定啮合变位齿轮的几何尺寸是实现其参数化精确

建模的关键。为了实现齿轮的参数化建模成功再生

并与其几何尺寸协调一致，通过创建位于齿顶圆与

齿根圆之间的渐开线齿廓的复合曲线和螺旋线在分

度圆柱面上的投影曲线，使之满足并适应齿数、压力

角和螺旋角等参数的变化，再运用ＰＴＣ／Ｃｒｅｏ软件的
“可变截面扫描”工具，在沿着螺旋线投影曲线轨迹

曲线链的扫描进程中，采用“垂直于曲面”与“恒定

剖面”的截面控制方式，使齿槽截面既垂直于分度

圆柱面又恒定不变，实现变位齿轮的参数化精确建

模［１］，其操作过程简单且具有较高的尺寸精度与较

强的实用性［２］。
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　角变位齿轮副啮合角的求解

实现角变位齿轮的参数化建模与几何尺寸一致

的首要条件是利用齿轮设计的无侧隙啮合方程，即

ｉｎｖα′ｔ＝２·
ｘ１＋ｘ２
Ｚ１＋Ｚ２

ｔａｎαｎ＋ｉｎｖαｔ （１）

式中，α′ｔ为啮合角；ｉｎｖα′ｔ为啮合角的渐开线函数；
ｉｎｖα′ｔ＝ｔａｎα′ｔ－α′ｔ；ｘ１、ｘ２为变位系数；Ｚ１、Ｚ２为齿
数；αｎ为标准压力角；αｔ为端面压力角，ｉｎｖαｔ为端
面压力角的渐开线函数，ｉｎｖαｔ＝ｔａｎαｔ－αｔ。

采用ＰＴＣ／Ｃｒｅｏ软件中的 ＳＯＬＶＥ和 ＦＯＲ关系
语句可对啮合角 α′ｔ进行求解，选择菜单“工具”→
“关系”命令，在打开的“关系”对话框中，输入如下

关系式。

ＡＬＰＨＡ＿Ｔ＝ＡＴＡＮ（ＴＡＮ（ＡＬＰＨＡ＿Ｎ）／ＣＯＳ（ＢＥＴＡ））　
／端面压力角
ＩＮＶＡＬＰＨＡ＿Ｔ＝ＴＡＮ（ＡＬＰＨＡ＿Ｔ）－ＡＬＰＨＡ＿ＴＰＩ／１８０

　 ／渐开线函数
ＩＮＶＡＬＰＨＡＰ＿Ｔ＝２（Ｘ１＋Ｘ２）ＴＡＮ（ＡＬＰＨＡ＿Ｎ）／

（Ｚ１＋Ｚ２）＋ＩＮＶＡＬＰＨＡ＿Ｔ　 ／无侧隙啮合方程
ＡＬＰＨＡＰ＿Ｔ＝２０　／赋值
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ＳＯＬＶＥ　／求解啮合角
ＩＮＶＡＬＰＨＡＰ＿Ｔ＝ＴＡＮ（ＡＬＰＨＡＰ＿Ｔ）－ＡＬＰＨＡＰ＿ＴＰＩ／

１８０
ＦＯＲ　ＡＬＰＨＡＰ＿Ｔ

由此，再进一步输入角变位齿轮副两轮齿的几

何尺寸计算关系式，为齿轮参数化建模中的参数提

供尺寸约束。
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　创建变位齿轮齿廓的复合曲线

#
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　渐开线的柱坐标参数方程
选用柱坐标的渐开线参数方程的优势在于无需

设置渐开线展角的区间而使曲线的终点始终位于齿

顶圆上，避免因齿数、压力角与螺旋角等参数值的变

化范围很大时渐开线与齿顶圆未相交致使齿廓截面

再生失败，这是成功实现角变位齿轮参数化建模的

重要条件之一，渐开线的柱坐标参数为

Ｐ＝ｔ （ｄａ／ｄｂ）
２
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Ｑ＝１８０／π
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




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式中，ｄａ为齿轮的齿顶圆；ｄｂ为齿轮的基圆；ｔ为系
统参数（０≤ｔ≤１）。
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　创建渐开线齿廓的复合曲线
当角变位齿轮的齿数在一定的范围变化时，齿

轮的基圆与齿根圆的大小变化不一致。为使所创建

齿根处的过渡圆角在齿数与螺旋角变化时不造成参

照的几何缺失，保证齿轮的参数化建模成功再生

（见图１），采用“几何”方式复制渐开线曲线的同时
在其基圆端点处以“逼近”曲线类型切向延伸曲线，

形成变位齿轮齿廓的复合曲线，再添加延伸量的关

系式使之与齿根圆相适应。

图１　齿轮的参数化造型
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　创建螺旋线的投影曲线

实现变位齿轮几何尺寸与参数化建模一致的另

一个条件是齿轮的螺旋线与齿槽截面应保持相对恒

定的位置，可通过创建齿轮螺旋线用坐标系 ＣＳ０来

实现，即以系统坐标系ＰＲＴ＿ＣＳＹＳ＿ＤＥＦ作为基准与
坐标轴的方向参照、齿廓复合曲线的镜像平面ＤＴＭ＃
与齿轮端面所在的基准平面分别作为法向参照进行

设置。
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　螺旋线的参数方程
齿轮分度圆柱面上的螺旋线参数方程为

ＰＩＴ＝Ｂｔａｎβ／（πｄ）
ｘ＝０．５ｄｃｏｓ（ＰＩＴ·３６０ｔ）
ｙ＝ＤＩＲ·０．５ｄｓｉｎ（ＰＩＴ·３６０ｔ）
ｚ＝

{
Ｂｔ

（３）

式中，ＤＩＲ取值１、－１、０，分别表示右旋螺旋线、左
旋螺旋线、竖直线；ｄ为分度圆直径；Ｂ为齿宽。
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　创建螺旋线的投影曲线
ＰＴＣ／Ｃｒｅｏ软件中由截面圆创建的特征在其截

面的水平参照的两侧形成两个曲面几何，可通过定

义截面的参照或分割截面圆的端点即重定义截面圆

的起始（闭合）点，从而达到控制特征侧表面中的曲

面几何边线位置的目的。当圆柱齿轮的齿数、螺旋

角等参数的变化值很大时，所创建的螺旋线投影曲

线不会因分度圆柱面参照的缺失而引起特征的再生

失败，而创建螺旋曲线的投影曲线的目的是为了在

运用可变截面扫描功能的“垂直于曲面”方式形成

圆柱齿轮的齿槽过程中，使齿轮的齿槽截面沿着分

度圆柱曲面进行移动。创建螺旋线的投影曲线或曲

面曲线是完成角变位齿轮参数化建模齿槽造型中的

重要内容与步骤。

①绘制分度圆柱面的截面圆。选取齿顶圆等所
在的平面作为草绘平面，通过“同心”命令绘制分度

圆曲线并分别分割曲线左侧的上、下两点，过两个分

割点添加一条中心线并约束其与齿廓复合曲线的镜

像平面ＤＴＭ＃垂直，标注与系统坐标系的法向尺寸，
添加两个参数的关系式，其值分别为ｄ与ｄｂ－２。

②选取螺旋线的公式曲线作为曲线链，以“目
的曲面”方式选取分度圆柱面，切换投影方向为“垂

直于曲面”，实现螺旋线在分度圆柱面上的投影曲

线的创建。

螺旋曲线的创建不能采用轮坯轴向草绘平面上

的倾角为螺旋角的斜线在分度圆柱面上的投影曲

线，该曲线与轮坯轴向的空间夹角并非齿轮的螺旋

角，但可通过“包络”工具创建斜线在分度圆柱面的

包络曲线，该曲线即为螺旋曲线。

%

　创建角变位齿轮的参数化建模

选取螺旋线的投影曲线作为可变截面扫描的原
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表１　轮齿的几何尺寸与模型测量值 （ｍｍ）　

齿顶圆齿厚

理论值 测量值

分度圆齿厚

理论值 测量值

节圆齿厚

理论值 测量值

普通齿轮副

文献［４］

文献［５］

３．９８５２
４．８７６７
２．３１８９
３．５９６５

３．９８５２
４．８７６６
２．３１８９
３．５９６７

１１．２５５５
１０．９３４４
８．５８８９
６．８８４３

１１．２５５３
１０．９３４４
８．５８８８
６．８８４３

１０．６８１６
８．６５１３
８．３３１５
５．５６５８

１０．６８１４
８．６５１２
８．３３１５
５．５６５９

少齿数齿轮副 文献［６］
０．３８８３
２．０９８７

０．３８８２
２．０９８７

４．３４１１
４．２２７９

４．３４１３
４．２２７９

４．４３０５
２．３０１５

４．４３１１
２．３０１５

大变位齿轮副 文献［７］
１．２２０７
２．０６４９

１．２２０４
２．０６４８

７．６１０１ ７．６０９８
分度圆位于齿根过渡区

６．７９３３
４．８３０６

６．７９３８
４．８３０４

点轨迹并切换其起始点位于齿廓复合曲线一侧，以

圆柱齿坯的端面作为“恒定法向”的方向参照，分别

选择“恒定剖面”与“垂直于曲面”以创建沿分度圆

柱面投影曲线移动的同时径向旋转的“非变化的截

面”，再绘制以渐开线的复合曲线及其镜像曲线、齿

根圆曲线（以“目的链”选取方式）、过渡圆角曲线构

成的齿槽截面图，完成单个齿槽的可变截面扫描

“ＶａｒＳｅｃｔＳｗｅｅｐ１”的特征造型。通过齿槽的“Ｖａｒ
ＳｅｃｔＳｗｅｅｐ１”特征对齿坯Ａ＿１基准轴的“轴”阵列，
再分别添加齿根的过渡圆角、齿槽阵列的角度与齿

数特征尺寸的关系式，实现角变位齿轮的参数化建

模并经编程操作完成其程序化的设计（见图２）。鉴
于角变位齿轮齿根过渡曲线的复杂性可能导致因齿

轮参数的变化而与渐开线齿廓曲线连接失败，为不

失一般性，此处采用标准的圆角尺寸来描述齿根的

过渡曲线［３］。

图２　少齿数齿轮副建模

文献［６］中的齿轮参数化建模见图２。表１列
出了三种齿轮副的齿顶圆齿厚、分度圆齿厚和节圆

齿厚的几何尺寸与模型测量值，对比可见，两者误差

极小。

&

　结语

结合齿轮设计的无侧隙啮合方程，以最简单的

几何条件创建角变位齿轮副的可变截面扫描参数化

建模，可实现螺旋角 β的取值范围为０°－８５°、齿数
为Ｚ≥２以及非标准齿制的齿轮造型，且齿廓的参
数化模型与几何尺寸一致。通过进一步建立变位齿

轮副的几何条件约束函数分析特征，运用 ＰＴＣ／Ｃｒｅｏ

软件的行为建模技术，可实现角变位齿轮副变位系

数和强度设计等的优化与仿真。
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我国第一项机床行业国际标准正式颁布

　　根据国际电工委员会（ＩＥＣ）的最新消息，我国机床行业第
一项国际标准———ＩＥＣ／ＴＳ６０２０４３４：２０１６《Ｓａｆｅｔｙｏｆｍａｃｈｉｎｅｒｙ
ＥｌｅｃｔｒｉｃａｌｅｑｕｉｐｍｅｎｔｏｆｍａｃｈｉｎｅｓＰａｒｔ３４：Ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｆｏｒｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌｓ
（机械安全－机械电气设备－第３４部分：机床技术条件）》于
近日正式颁布成为国际标准。该项标准由北京机床研究所牵

头、全国工业机械电气系统标准化技术委员会（ＳＡＣ／ＴＣ２３１）
组织行业骨干企业共同制定完成，标志着机床行业第一项由

中国主导制定的国际标准正式诞生，打破了一直以来由欧美

等发达国家主导机床行业国际标准制定的局面。
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